XVI Магнитогорский турнир юных математиков

«Кубок Управления образования»
ТРЕТИЙ БОЙ 

28 марта 2011г., «Уральские зори»
1.Ефремов Виталий задумал число и прибавил к этому числу его сумму цифр. Худанов Глеб также задумал число и тоже прибавил к нему его сумму цифр. В результате сложения у Виталия и Глеба получились одинаковые числа. Верно ли, что они задумывали одинаковые числа?

(московская регата)
Ответ. Нет, неверно. Например, если Виталий задумал число 91, а Глеб – число 100, то оба получили сумму 101.
2. У драконов может быть разное количество голов, шипов и хвостов, но у каждого дракона не меньше одной головы, двух шипов и трех хвостов. Дракон считается умным, если голов у него больше, чем шипов и хвостов вместе взятых; красивым, если шипов больше, чем голов и хвостов вместе взятых; сильным, если хвостов больше, чем голов и шипов вместе взятых. Собрались вместе 3 умных, 4 красивых и 5 сильных драконов. Каково наименьшее возможное суммарное количество голов, шипов, хвостов? (Математика: Интеллектуальные марафоны, турниры, бои 5-11 классы: Книга для учителя. Авторский коллектив: Блинков А.Д., Семенов А.В. и др.)

Ответ. 27 голов, 36 шипов, 41 хвост.

Решение.

Из условия задачи следует, что у умного дракона не меньше, чем 6 голов, у красивого – не меньше, чем 5 шипов, у сильного – не меньше, чем 4 хвоста. Наименьшее количество голов, шипов и хвостов для трех умных, четырех красивых и пяти сильных драконов указано в таблице:

	Драконы
	Головы
	Шипы
	Хвосты

	3 умных
	18
	6
	9

	4 красивых
	4
	20
	12

	5 сильных
	5
	10
	20

	Всего
	27
	36
	41


3. Написано 50-значное число, не содержащее в записи нулей. Докажите, что из его записи можно вычеркнуть несколько цифр так, чтобы получившееся числом делилось на 101.

(Костромской турнир мат.боев)

Доказательство.

Предположим, в данном числе нет четырех одинаковых цифр. Тогда всего в этом числе  может быть не больше 
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 цифр, что не так. Значит, найдутся четыре одинаковые цифры. Вычеркнем все, кроме них. Оставшееся число будет кратно 101.

4. Не дождавшись трамвая на остановке «Курортная поликлиника», Бутакова Елена пошла к следующей остановке «ул.Тевосяна». Пройдя третью часть пути, она оглянулась и увидела, что к остановке «Курортная поликлиника»  приближается трамвай. Если Елена  в этот момент побежит к остановке  «Курортная поликлиника» или к остановке «ул.Тевосяна», то она прибежит к каждой из них одновременно с приходом туда трамвая. Найдите скорость бега Елены, если скорость трамвая равна 30км/ч. (Временем пребывания трамвая на остановке «Курортная поликлиника» пренебречь.) (Материалы Двадцать первой Летней Многопредметной Школы Кировской области)

Ответ. 10 км/ч.

Решение.

Если Елена побежит к остановке «ул.Тевосяна», то к моменту, когда трамвай приедет к остановке «Курортная поликлиника», Елена пробежит треть пути, то есть будет на расстоянии 
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 от остановки «ул.Тевосяна». Значит, треть пути  Елена должна пробежать за то же время, за которое трамвай проедет весь путь, то есть скорость  Елены в 3 раза меньше скорости трамвая.

5. Дана прямая 
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 и точки 
[image: image4.wmf]A

 и 
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 по разные стороны от нее. Постройте на прямой 
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 такую точку 
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, чтобы прямая 
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 делила угол 
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 пополам.

(Гордин Р.К. Геометрия. Планиметрия. 7-9 классы. – М.: МЦНМО, 2004)

Построение.

Отразим точку 
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  симметрично относительно данной прямой  
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. Получим точку 
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. 
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 пересекает 
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 в точке 
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. 

Прямая 
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 пересечет прямую 
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 в искомой точке 
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. Докажем это. Треугольник 
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 - равнобедренный, т.к. медиана 
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 является и высотой. Следовательно, 
[image: image21.wmf]CO

 является и биссектрисой треугольника 
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, то есть и биссектрисой угла 
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.

6. Центр города представляет собой квадрат 
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, состоящий из 25 кварталов размером 1км
[image: image25.wmf]´

1км, границы которых – улицы, образующие 36 перекрестков. Какое наименьшее количество полицейских необходимо поставить на перекрестках так, чтобы до каждого из перекрестков какой-то из полицейских мог бы добраться, проехав на машине не более 2км? (МО)

Ответ. 4 полицейских.

Решение.

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


Рассмотрим угловой перекресток. До него полицейский может добраться, если он находится на одном из 6 перекрестков, примыкающих к этому углу (см. рисунок). Аналогичные рассуждения для трех оставшихся углов показывают, что для выполнения условия задачи необходимо наличие, по крайней мере, четырех полицейских. Несложно придумать пример расстановки для четырех полицейских.

7. Точки 
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 и 
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 - середины равных сторон 
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 и 
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 четырехугольника 
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. Серединные перпендикуляры к сторонам 
[image: image31.wmf]AB

 и 
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 пересекаются в точке 
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. Докажите, что серединный перпендикуляр к отрезку 
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 проходит через точку 
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.

(Гордин Р.К. Геометрия. Планиметрия. 7-9 классы. – М.: МЦНМО, 2004)

Доказательство.

Точка 
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 лежит на серединном перпендикуляре к отрезку 
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, поэтому  
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. Аналогично, 
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. Значит, треугольники 
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 и 
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 равны по трем сторонам, поэтому равны их медианы 
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 и 
[image: image43.wmf]PN

. Таким образом, точка 
[image: image44.wmf]P

 равноудалена от концов отрезка 
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, следовательно, она лежит на серединном перпендикуляре к этому отрезку.

8. Двое по очереди ставят крестики в клетки доски размером 
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. Проигрывает тот, после чьего хода образуется квадрат 
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, в каждой клетке которого стоит крестик. Кто выигрывает: начинающий или его партнер, и как нужно играть, чтобы выиграть?

(Турнир Архимеда, ММрегата)

Ответ. Выигрывает второй игрок.

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Решение.

Разделим доску на две равные части горизонтальной прямой. На каждый ход первого игрока второй должен отвечать точно таким же ходом, но на другой части доски. Например, есть первый игрок закрасил левый верхний угол, то второй должен закрасить на левой вертикали вторую клетку снизу.

Покажем, что такая стратегия второго игрока приведет его к выигрышу. После каждого хода второго игрока картинка на обеих половинках доски будет одинаковой. Если после хода первого игрока на одной из половинок доски не образовалось квадрата 
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, заполненного крестиками, то и после хода второго на другой половине доски такого квадрата образоваться не может.

Допустим, что такой квадрат образовался после хода второго игрока на «стыке» двух половин доски. Но тогда такой же квадрат образовался ранее, после хода первого игрока, на одной из половин доски.
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